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Abstract
The hyper-exponential function is a great family of special functions. When we configure a complex plane with a vector of an 
arbitrary direction in three-dimensional space as the real axis and time as the imaginary axis, by using the variables on this complex 
plane the hyper-exponential function of second-order proves to be a harmonic function. Based on this, I use quaternion to define my 
own four-dimensional differential operator and show its characteristics.

1. Wave Equation
The hyper-exponential function of second-order is used to show a solution that satisfies the wave equation.
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＜＜AAbbssttrraacctt..＞＞  
TThhee  hhyyppeerr--eexxppoonneennttiiaall  ffuunnccttiioonn  iiss  aa  ggrreeaatt  ffaammiillyy  ooff  ssppeecciiaall  ffuunnccttiioonnss..  
WWhheenn  wwee  ccoonnffiigguurree  aa  ccoommpplleexx  ppllaannee  wwiitthh  aa  vveeccttoorr  ooff  aann  aarrbbiittrraarryy  ddiirreeccttiioonn  
iinn  tthhrreeee--ddiimmeennssiioonnaall  ssppaaccee  aass  tthhee  rreeaall  aaxxiiss  aanndd  ttiimmee  aass  tthhee  iimmaaggiinnaarryy  aaxxiiss,,  
bbyy  uussiinngg  tthhee  vvaarriiaabblleess  oonn  tthhiiss  ccoommpplleexx  ppllaannee  tthhee  hhyyppeerr--eexxppoonneennttiiaall  ffuunnccttiioonn  
ooff  sseeccoonndd--oorrddeerr  pprroovveess  ttoo  bbee  aa  hhaarrmmoonniicc  ffuunnccttiioonn..  BBaasseedd  oonn  tthhiiss,,  II  uussee  
qquuaatteerrnniioonn  ttoo  ddeeffiinnee  mmyy  oowwnn  ffoouurr--ddiimmeennssiioonnaall  ddiiffffeerreennttiiaall  ooppeerraattoorr  aanndd  sshhooww  
iittss  cchhaarraacctteerriissttiiccss..  
  
＜＜WWaavvee  eeqquuaattiioonn..＞＞  
TThhee  hhyyppeerr--eexxppoonneennttiiaall  ffuunnccttiioonn  ooff  sseeccoonndd--oorrddeerr  iiss  uusseedd  ttoo  sshhooww  aa  ssoolluuttiioonn  tthhaatt  
ssaattiissffiieess  tthhee  wwaavvee  eeqquuaattiioonn..  
  
WWee  sseett  tthhee  ffoolllloowwiinngg  ::  
𝒍𝒍, 𝒎𝒎, 𝒏𝒏 ∈ 𝑹𝑹  
𝐜𝐜 𝒊𝒊𝒊𝒊 𝒄𝒄𝒄𝒄𝒏𝒏𝒊𝒊𝒄𝒄𝒄𝒄𝒏𝒏𝒄𝒄.  
𝒗𝒗 ≔ { 𝒍𝒍𝒍𝒍 + 𝒎𝒎𝒎𝒎 + 𝒏𝒏𝒏𝒏 ± 𝒄𝒄𝒄𝒄 | (𝒍𝒍, 𝒎𝒎, 𝒏𝒏) ∈ 𝑹𝑹𝟑𝟑 , 𝒄𝒄 ∈ 𝑹𝑹 , 𝒍𝒍𝟐𝟐 + 𝒎𝒎𝟐𝟐 + 𝒏𝒏𝟐𝟐 = 𝟏𝟏 }  
𝑭𝑭(𝒗𝒗) = 𝑬𝑬𝒍𝒍𝑬𝑬𝑬𝑬𝒋𝒋

𝟐𝟐(𝒗𝒗; 𝒇𝒇(𝒗𝒗))       ( 𝒋𝒋 = 𝟎𝟎, 𝟏𝟏 )  
TThheerreeffoorree,,  

( 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝒍𝒍𝟐𝟐 + 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝒎𝒎𝟐𝟐 + 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝒏𝒏𝟐𝟐 − 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝒄𝒄𝟐𝟐𝝏𝝏𝒄𝒄𝟐𝟐) 𝑭𝑭(𝒗𝒗) = (𝒍𝒍𝟐𝟐 + 𝒎𝒎𝟐𝟐 + 𝒏𝒏𝟐𝟐 − 𝟏𝟏) 𝒅𝒅𝟐𝟐𝑭𝑭(𝒗𝒗)
𝒅𝒅𝒗𝒗𝟐𝟐   

∴∴  

( 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝒍𝒍𝟐𝟐 + 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝒎𝒎𝟐𝟐 + 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝒏𝒏𝟐𝟐 − 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝒄𝒄𝟐𝟐𝝏𝝏𝒄𝒄𝟐𝟐) 𝑭𝑭(𝒗𝒗) = 𝟎𝟎        − − −➀➀  

  
  
＜＜HHaarrmmoonniicc  ffuunnccttiioonn..＞＞  
WWee  sseett  tthhee  ffoolllloowwiinngg  ::  
𝒓𝒓 ≔ { 𝒍𝒍𝒍𝒍 + 𝒎𝒎𝒎𝒎 + 𝒏𝒏𝒏𝒏 | (𝒍𝒍, 𝒎𝒎, 𝒏𝒏) ∈ 𝑹𝑹𝟑𝟑 , 𝒍𝒍𝟐𝟐 + 𝒎𝒎𝟐𝟐 + 𝒏𝒏𝟐𝟐 = 𝟏𝟏 }  
𝒄𝒄, 𝝉𝝉, 𝒄𝒄𝟎𝟎 ∈ 𝑹𝑹  
𝒗𝒗 = 𝒓𝒓 ± 𝒄𝒄𝒄𝒄 ,,  𝒄𝒄 = 𝒊𝒊 𝒄𝒄𝟎𝟎  ,,  𝝉𝝉 =  𝒄𝒄𝟎𝟎𝒄𝒄 , 𝒗𝒗 = 𝒓𝒓 ± 𝒊𝒊𝝉𝝉  
  
FFrroomm  tthhee  aabboovvee  ➀➀,,  

{(𝒍𝒍𝟐𝟐 + 𝒎𝒎𝟐𝟐 + 𝒏𝒏𝟐𝟐) 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝒓𝒓𝟐𝟐 + 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝝉𝝉𝟐𝟐} 𝑭𝑭(𝒗𝒗) = { 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝒓𝒓𝟐𝟐 + 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝝉𝝉𝟐𝟐} 𝑭𝑭(𝒗𝒗) = 𝟎𝟎  

    

FFoouurr--ddiimmeennssiioonnaall  ddiiffffeerreennttiiaall  ooppeerraattoorr..  
UCHIDA  KEITAROH 

Nov 22,2023 

𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝒍𝒍𝟐𝟐 = 𝒍𝒍𝟐𝟐 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝒅𝒅𝒗𝒗𝟐𝟐  

𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝒎𝒎𝟐𝟐 = 𝒎𝒎𝟐𝟐 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝒅𝒅𝒗𝒗𝟐𝟐  

𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝒏𝒏𝟐𝟐 = 𝒏𝒏𝟐𝟐 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝒅𝒅𝒗𝒗𝟐𝟐  

𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝒄𝒄𝟐𝟐 = 𝒄𝒄𝟐𝟐 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝒅𝒅𝒗𝒗𝟐𝟐  

𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝒍𝒍𝟐𝟐 = 𝒍𝒍𝟐𝟐 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝒓𝒓𝟐𝟐  

𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝒎𝒎𝟐𝟐 = 𝒎𝒎𝟐𝟐 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝒓𝒓𝟐𝟐  

𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝒏𝒏𝟐𝟐 = 𝒏𝒏𝟐𝟐 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝒓𝒓𝟐𝟐  

2. Harmonic Function
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＜＜AAbbssttrraacctt..＞＞  
TThhee  hhyyppeerr--eexxppoonneennttiiaall  ffuunnccttiioonn  iiss  aa  ggrreeaatt  ffaammiillyy  ooff  ssppeecciiaall  ffuunnccttiioonnss..  
WWhheenn  wwee  ccoonnffiigguurree  aa  ccoommpplleexx  ppllaannee  wwiitthh  aa  vveeccttoorr  ooff  aann  aarrbbiittrraarryy  ddiirreeccttiioonn  
iinn  tthhrreeee--ddiimmeennssiioonnaall  ssppaaccee  aass  tthhee  rreeaall  aaxxiiss  aanndd  ttiimmee  aass  tthhee  iimmaaggiinnaarryy  aaxxiiss,,  
bbyy  uussiinngg  tthhee  vvaarriiaabblleess  oonn  tthhiiss  ccoommpplleexx  ppllaannee  tthhee  hhyyppeerr--eexxppoonneennttiiaall  ffuunnccttiioonn  
ooff  sseeccoonndd--oorrddeerr  pprroovveess  ttoo  bbee  aa  hhaarrmmoonniicc  ffuunnccttiioonn..  BBaasseedd  oonn  tthhiiss,,  II  uussee  
qquuaatteerrnniioonn  ttoo  ddeeffiinnee  mmyy  oowwnn  ffoouurr--ddiimmeennssiioonnaall  ddiiffffeerreennttiiaall  ooppeerraattoorr  aanndd  sshhooww  
iittss  cchhaarraacctteerriissttiiccss..  
  
＜＜WWaavvee  eeqquuaattiioonn..＞＞  
TThhee  hhyyppeerr--eexxppoonneennttiiaall  ffuunnccttiioonn  ooff  sseeccoonndd--oorrddeerr  iiss  uusseedd  ttoo  sshhooww  aa  ssoolluuttiioonn  tthhaatt  
ssaattiissffiieess  tthhee  wwaavvee  eeqquuaattiioonn..  
  
WWee  sseett  tthhee  ffoolllloowwiinngg  ::  
𝒍𝒍, 𝒎𝒎, 𝒏𝒏 ∈ 𝑹𝑹  
𝐜𝐜 𝒊𝒊𝒊𝒊 𝒄𝒄𝒄𝒄𝒏𝒏𝒊𝒊𝒄𝒄𝒄𝒄𝒏𝒏𝒄𝒄.  
𝒗𝒗 ≔ { 𝒍𝒍𝒍𝒍 + 𝒎𝒎𝒎𝒎 + 𝒏𝒏𝒏𝒏 ± 𝒄𝒄𝒄𝒄 | (𝒍𝒍, 𝒎𝒎, 𝒏𝒏) ∈ 𝑹𝑹𝟑𝟑 , 𝒄𝒄 ∈ 𝑹𝑹 , 𝒍𝒍𝟐𝟐 + 𝒎𝒎𝟐𝟐 + 𝒏𝒏𝟐𝟐 = 𝟏𝟏 }  
𝑭𝑭(𝒗𝒗) = 𝑬𝑬𝒍𝒍𝑬𝑬𝑬𝑬𝒋𝒋

𝟐𝟐(𝒗𝒗; 𝒇𝒇(𝒗𝒗))       ( 𝒋𝒋 = 𝟎𝟎, 𝟏𝟏 )  
TThheerreeffoorree,,  

( 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝒍𝒍𝟐𝟐 + 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝒎𝒎𝟐𝟐 + 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝒏𝒏𝟐𝟐 − 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝒄𝒄𝟐𝟐𝝏𝝏𝒄𝒄𝟐𝟐) 𝑭𝑭(𝒗𝒗) = (𝒍𝒍𝟐𝟐 + 𝒎𝒎𝟐𝟐 + 𝒏𝒏𝟐𝟐 − 𝟏𝟏) 𝒅𝒅𝟐𝟐𝑭𝑭(𝒗𝒗)
𝒅𝒅𝒗𝒗𝟐𝟐   

∴∴  

( 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝒍𝒍𝟐𝟐 + 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝒎𝒎𝟐𝟐 + 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝒏𝒏𝟐𝟐 − 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝒄𝒄𝟐𝟐𝝏𝝏𝒄𝒄𝟐𝟐) 𝑭𝑭(𝒗𝒗) = 𝟎𝟎        − − −➀➀  

  
  
＜＜HHaarrmmoonniicc  ffuunnccttiioonn..＞＞  
WWee  sseett  tthhee  ffoolllloowwiinngg  ::  
𝒓𝒓 ≔ { 𝒍𝒍𝒍𝒍 + 𝒎𝒎𝒎𝒎 + 𝒏𝒏𝒏𝒏 | (𝒍𝒍, 𝒎𝒎, 𝒏𝒏) ∈ 𝑹𝑹𝟑𝟑 , 𝒍𝒍𝟐𝟐 + 𝒎𝒎𝟐𝟐 + 𝒏𝒏𝟐𝟐 = 𝟏𝟏 }  
𝒄𝒄, 𝝉𝝉, 𝒄𝒄𝟎𝟎 ∈ 𝑹𝑹  
𝒗𝒗 = 𝒓𝒓 ± 𝒄𝒄𝒄𝒄 ,,  𝒄𝒄 = 𝒊𝒊 𝒄𝒄𝟎𝟎  ,,  𝝉𝝉 =  𝒄𝒄𝟎𝟎𝒄𝒄 , 𝒗𝒗 = 𝒓𝒓 ± 𝒊𝒊𝝉𝝉  
  
FFrroomm  tthhee  aabboovvee  ➀➀,,  

{(𝒍𝒍𝟐𝟐 + 𝒎𝒎𝟐𝟐 + 𝒏𝒏𝟐𝟐) 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝒓𝒓𝟐𝟐 + 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝝉𝝉𝟐𝟐} 𝑭𝑭(𝒗𝒗) = { 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝒓𝒓𝟐𝟐 + 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝝉𝝉𝟐𝟐} 𝑭𝑭(𝒗𝒗) = 𝟎𝟎  

    

FFoouurr--ddiimmeennssiioonnaall  ddiiffffeerreennttiiaall  ooppeerraattoorr..  
UCHIDA  KEITAROH 

Nov 22,2023 

𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝒍𝒍𝟐𝟐 = 𝒍𝒍𝟐𝟐 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝒅𝒅𝒗𝒗𝟐𝟐  

𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝒎𝒎𝟐𝟐 = 𝒎𝒎𝟐𝟐 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝒅𝒅𝒗𝒗𝟐𝟐  

𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝒏𝒏𝟐𝟐 = 𝒏𝒏𝟐𝟐 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝒅𝒅𝒗𝒗𝟐𝟐  

𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝒄𝒄𝟐𝟐 = 𝒄𝒄𝟐𝟐 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝒅𝒅𝒗𝒗𝟐𝟐  

𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝒍𝒍𝟐𝟐 = 𝒍𝒍𝟐𝟐 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝒓𝒓𝟐𝟐  

𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝒎𝒎𝟐𝟐 = 𝒎𝒎𝟐𝟐 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝒓𝒓𝟐𝟐  

𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝒏𝒏𝟐𝟐 = 𝒏𝒏𝟐𝟐 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝒓𝒓𝟐𝟐  

d 2

d 2

d 2

d 2
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𝒑𝒑(𝒓𝒓, 𝝉𝝉) ∈ 𝑹𝑹 , 𝒒𝒒(𝒓𝒓, 𝝉𝝉) ∈ 𝑹𝑹  
𝑭𝑭(𝒗𝒗) = 𝒑𝒑(𝒓𝒓, 𝝉𝝉) + 𝒊𝒊𝒒𝒒(𝒓𝒓, 𝝉𝝉)  

( 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝒓𝒓𝟐𝟐 + 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝝉𝝉𝟐𝟐) 𝑭𝑭(𝒗𝒗) = ( 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝒓𝒓𝟐𝟐 + 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝝉𝝉𝟐𝟐) { 𝒑𝒑(𝒓𝒓, 𝝉𝝉) + 𝒊𝒊𝒒𝒒(𝒓𝒓, 𝝉𝝉) } = 𝟎𝟎  

( 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝒓𝒓𝟐𝟐 + 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝝉𝝉𝟐𝟐) 𝒑𝒑(𝒓𝒓, 𝝉𝝉) = ( 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝒓𝒓𝟐𝟐 + 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝝉𝝉𝟐𝟐) 𝒒𝒒(𝒓𝒓, 𝝉𝝉) = 𝟎𝟎  

  
TThheerreeffoorree,,  tthhee  hhyyppeerr--eexxppoonneennttiiaall  ffuunnccttiioonn  ooff  sseeccoonndd--oorrddeerr  iiss  aa  hhaarrmmoonniicc  
ffuunnccttiioonn..    
∴∴  

𝒊𝒊 𝝏𝝏𝑭𝑭
𝝏𝝏𝒓𝒓 = 𝝈𝝈𝑭𝑭

𝝏𝝏𝝉𝝉         − − −➁➁  
  
＜＜FFoouurr--ddiimmeennssiioonnaall  ddiiffffeerreennttiiaall  ooppeerraattoorr..＞＞  
WWee  sseett  tthhee  ffoolllloowwiinngg  ::  
𝑰𝑰 × 𝑰𝑰 = 𝑱𝑱 × 𝑱𝑱 = 𝑲𝑲 × 𝑲𝑲 = −𝟏𝟏  
𝑰𝑰 × 𝑱𝑱 = 𝑲𝑲,,  𝑱𝑱 × 𝑲𝑲 = 𝑰𝑰,,  𝑲𝑲 × 𝑰𝑰 = 𝑱𝑱  
𝑱𝑱 × 𝑰𝑰 = −𝑲𝑲,,  𝑲𝑲 × 𝑱𝑱 = −𝑰𝑰,,  𝑰𝑰 × 𝑲𝑲 = −𝑱𝑱  
𝒄𝒄 = 𝒊𝒊𝒄𝒄𝟎𝟎 , 𝝉𝝉 = 𝒄𝒄𝟎𝟎𝒕𝒕 , 𝒄𝒄𝒕𝒕 = 𝒊𝒊𝒄𝒄𝟎𝟎𝒕𝒕 = 𝒊𝒊 𝝉𝝉 , 𝒊𝒊𝟐𝟐 = −𝟏𝟏  
  
( 𝝏𝝏

𝝏𝝏𝝏𝝏 𝑰𝑰 + 𝝏𝝏
𝝏𝝏𝝏𝝏 𝑱𝑱 + 𝝏𝝏

𝝏𝝏𝝏𝝏 𝑲𝑲 + 𝝏𝝏
𝝏𝝏𝝉𝝉) ( 𝝏𝝏

𝝏𝝏𝝏𝝏 𝑰𝑰 + 𝝏𝝏
𝝏𝝏𝝏𝝏 𝑱𝑱 + 𝝏𝝏

𝝏𝝏𝝏𝝏 𝑲𝑲 − 𝝏𝝏
𝝏𝝏𝝉𝝉)                       − − −③③  

= − ( 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝝏𝝏𝟐𝟐 + 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝝏𝝏𝟐𝟐 + 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝝏𝝏𝟐𝟐 − 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝒄𝒄𝟐𝟐𝝏𝝏𝒕𝒕𝟐𝟐)  

+ { ( 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏 − 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏) 𝑰𝑰 + ( 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏 − 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏) 𝑱𝑱 + ( 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏 − 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏) 𝑲𝑲}  

+ { ( 𝝏𝝏𝟐𝟐

 𝝏𝝏𝝉𝝉𝝏𝝏𝝏𝝏 − 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝉𝝉) 𝑰𝑰 + ( 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝝉𝝉𝝏𝝏𝝏𝝏 − 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝉𝝉) 𝑱𝑱 + ( 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝝉𝝉𝝏𝝏𝝏𝝏 − 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝉𝝉) 𝑲𝑲}  

  
( 𝝏𝝏

𝝏𝝏𝝏𝝏 𝑰𝑰 + 𝝏𝝏
𝝏𝝏𝝏𝝏 𝑱𝑱 + 𝝏𝝏

𝝏𝝏𝝏𝝏 𝑲𝑲 − 𝝏𝝏
𝝏𝝏𝝉𝝉) ( 𝝏𝝏

𝝏𝝏𝝏𝝏 𝑰𝑰 + 𝝏𝝏
𝝏𝝏𝝏𝝏 𝑱𝑱 + 𝝏𝝏

𝝏𝝏𝝏𝝏 𝑲𝑲 + 𝝏𝝏
𝝏𝝏𝝉𝝉)                       − − −④④  

= − ( 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝝏𝝏𝟐𝟐 + 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝝏𝝏𝟐𝟐 + 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝝏𝝏𝟐𝟐 − 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝒄𝒄𝟐𝟐𝝏𝝏𝒕𝒕𝟐𝟐)  

+ { ( 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏 − 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏) 𝑰𝑰 + ( 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏 − 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏) 𝑱𝑱 + ( 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏 − 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏) 𝑲𝑲}  

  

− { ( 𝝏𝝏𝟐𝟐

 𝝏𝝏𝝉𝝉𝝏𝝏𝝏𝝏 − 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝉𝝉) 𝑰𝑰 + ( 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝝉𝝉𝝏𝝏𝝏𝝏 − 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝉𝝉) 𝑱𝑱 + ( 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝝉𝝉𝝏𝝏𝝏𝝏 − 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝉𝝉) 𝑲𝑲}  

 

2 
 

  
𝒑𝒑(𝒓𝒓, 𝝉𝝉) ∈ 𝑹𝑹 , 𝒒𝒒(𝒓𝒓, 𝝉𝝉) ∈ 𝑹𝑹  
𝑭𝑭(𝒗𝒗) = 𝒑𝒑(𝒓𝒓, 𝝉𝝉) + 𝒊𝒊𝒒𝒒(𝒓𝒓, 𝝉𝝉)  

( 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝒓𝒓𝟐𝟐 + 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝝉𝝉𝟐𝟐) 𝑭𝑭(𝒗𝒗) = ( 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝒓𝒓𝟐𝟐 + 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝝉𝝉𝟐𝟐) { 𝒑𝒑(𝒓𝒓, 𝝉𝝉) + 𝒊𝒊𝒒𝒒(𝒓𝒓, 𝝉𝝉) } = 𝟎𝟎  

( 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝒓𝒓𝟐𝟐 + 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝝉𝝉𝟐𝟐) 𝒑𝒑(𝒓𝒓, 𝝉𝝉) = ( 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝒓𝒓𝟐𝟐 + 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝝉𝝉𝟐𝟐) 𝒒𝒒(𝒓𝒓, 𝝉𝝉) = 𝟎𝟎  

  
TThheerreeffoorree,,  tthhee  hhyyppeerr--eexxppoonneennttiiaall  ffuunnccttiioonn  ooff  sseeccoonndd--oorrddeerr  iiss  aa  hhaarrmmoonniicc  
ffuunnccttiioonn..    
∴∴  

𝒊𝒊 𝝏𝝏𝑭𝑭
𝝏𝝏𝒓𝒓 = 𝝈𝝈𝑭𝑭

𝝏𝝏𝝉𝝉         − − −➁➁  
  
＜＜FFoouurr--ddiimmeennssiioonnaall  ddiiffffeerreennttiiaall  ooppeerraattoorr..＞＞  
WWee  sseett  tthhee  ffoolllloowwiinngg  ::  
𝑰𝑰 × 𝑰𝑰 = 𝑱𝑱 × 𝑱𝑱 = 𝑲𝑲 × 𝑲𝑲 = −𝟏𝟏  
𝑰𝑰 × 𝑱𝑱 = 𝑲𝑲,,  𝑱𝑱 × 𝑲𝑲 = 𝑰𝑰,,  𝑲𝑲 × 𝑰𝑰 = 𝑱𝑱  
𝑱𝑱 × 𝑰𝑰 = −𝑲𝑲,,  𝑲𝑲 × 𝑱𝑱 = −𝑰𝑰,,  𝑰𝑰 × 𝑲𝑲 = −𝑱𝑱  
𝒄𝒄 = 𝒊𝒊𝒄𝒄𝟎𝟎 , 𝝉𝝉 = 𝒄𝒄𝟎𝟎𝒕𝒕 , 𝒄𝒄𝒕𝒕 = 𝒊𝒊𝒄𝒄𝟎𝟎𝒕𝒕 = 𝒊𝒊 𝝉𝝉 , 𝒊𝒊𝟐𝟐 = −𝟏𝟏  
  
( 𝝏𝝏

𝝏𝝏𝝏𝝏 𝑰𝑰 + 𝝏𝝏
𝝏𝝏𝝏𝝏 𝑱𝑱 + 𝝏𝝏

𝝏𝝏𝝏𝝏 𝑲𝑲 + 𝝏𝝏
𝝏𝝏𝝉𝝉) ( 𝝏𝝏

𝝏𝝏𝝏𝝏 𝑰𝑰 + 𝝏𝝏
𝝏𝝏𝝏𝝏 𝑱𝑱 + 𝝏𝝏

𝝏𝝏𝝏𝝏 𝑲𝑲 − 𝝏𝝏
𝝏𝝏𝝉𝝉)                       − − −③③  

= − ( 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝝏𝝏𝟐𝟐 + 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝝏𝝏𝟐𝟐 + 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝝏𝝏𝟐𝟐 − 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝒄𝒄𝟐𝟐𝝏𝝏𝒕𝒕𝟐𝟐)  

+ { ( 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏 − 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏) 𝑰𝑰 + ( 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏 − 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏) 𝑱𝑱 + ( 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏 − 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏) 𝑲𝑲}  

+ { ( 𝝏𝝏𝟐𝟐

 𝝏𝝏𝝉𝝉𝝏𝝏𝝏𝝏 − 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝉𝝉) 𝑰𝑰 + ( 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝝉𝝉𝝏𝝏𝝏𝝏 − 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝉𝝉) 𝑱𝑱 + ( 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝝉𝝉𝝏𝝏𝝏𝝏 − 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝉𝝉) 𝑲𝑲}  

  
( 𝝏𝝏

𝝏𝝏𝝏𝝏 𝑰𝑰 + 𝝏𝝏
𝝏𝝏𝝏𝝏 𝑱𝑱 + 𝝏𝝏

𝝏𝝏𝝏𝝏 𝑲𝑲 − 𝝏𝝏
𝝏𝝏𝝉𝝉) ( 𝝏𝝏

𝝏𝝏𝝏𝝏 𝑰𝑰 + 𝝏𝝏
𝝏𝝏𝝏𝝏 𝑱𝑱 + 𝝏𝝏

𝝏𝝏𝝏𝝏 𝑲𝑲 + 𝝏𝝏
𝝏𝝏𝝉𝝉)                       − − −④④  

= − ( 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝝏𝝏𝟐𝟐 + 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝝏𝝏𝟐𝟐 + 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝝏𝝏𝟐𝟐 − 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝒄𝒄𝟐𝟐𝝏𝝏𝒕𝒕𝟐𝟐)  

+ { ( 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏 − 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏) 𝑰𝑰 + ( 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏 − 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏) 𝑱𝑱 + ( 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏 − 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏) 𝑲𝑲}  

  

− { ( 𝝏𝝏𝟐𝟐

 𝝏𝝏𝝉𝝉𝝏𝝏𝝏𝝏 − 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝉𝝉) 𝑰𝑰 + ( 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝝉𝝉𝝏𝝏𝝏𝝏 − 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝉𝝉) 𝑱𝑱 + ( 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝝉𝝉𝝏𝝏𝝏𝝏 − 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝉𝝉) 𝑲𝑲}  

 

2 
 

  
𝒑𝒑(𝒓𝒓, 𝝉𝝉) ∈ 𝑹𝑹 , 𝒒𝒒(𝒓𝒓, 𝝉𝝉) ∈ 𝑹𝑹  
𝑭𝑭(𝒗𝒗) = 𝒑𝒑(𝒓𝒓, 𝝉𝝉) + 𝒊𝒊𝒒𝒒(𝒓𝒓, 𝝉𝝉)  

( 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝒓𝒓𝟐𝟐 + 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝝉𝝉𝟐𝟐) 𝑭𝑭(𝒗𝒗) = ( 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝒓𝒓𝟐𝟐 + 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝝉𝝉𝟐𝟐) { 𝒑𝒑(𝒓𝒓, 𝝉𝝉) + 𝒊𝒊𝒒𝒒(𝒓𝒓, 𝝉𝝉) } = 𝟎𝟎  

( 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝒓𝒓𝟐𝟐 + 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝝉𝝉𝟐𝟐) 𝒑𝒑(𝒓𝒓, 𝝉𝝉) = ( 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝒓𝒓𝟐𝟐 + 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝝉𝝉𝟐𝟐) 𝒒𝒒(𝒓𝒓, 𝝉𝝉) = 𝟎𝟎  

  
TThheerreeffoorree,,  tthhee  hhyyppeerr--eexxppoonneennttiiaall  ffuunnccttiioonn  ooff  sseeccoonndd--oorrddeerr  iiss  aa  hhaarrmmoonniicc  
ffuunnccttiioonn..    
∴∴  

𝒊𝒊 𝝏𝝏𝑭𝑭
𝝏𝝏𝒓𝒓 = 𝝈𝝈𝑭𝑭

𝝏𝝏𝝉𝝉         − − −➁➁  
  
＜＜FFoouurr--ddiimmeennssiioonnaall  ddiiffffeerreennttiiaall  ooppeerraattoorr..＞＞  
WWee  sseett  tthhee  ffoolllloowwiinngg  ::  
𝑰𝑰 × 𝑰𝑰 = 𝑱𝑱 × 𝑱𝑱 = 𝑲𝑲 × 𝑲𝑲 = −𝟏𝟏  
𝑰𝑰 × 𝑱𝑱 = 𝑲𝑲,,  𝑱𝑱 × 𝑲𝑲 = 𝑰𝑰,,  𝑲𝑲 × 𝑰𝑰 = 𝑱𝑱  
𝑱𝑱 × 𝑰𝑰 = −𝑲𝑲,,  𝑲𝑲 × 𝑱𝑱 = −𝑰𝑰,,  𝑰𝑰 × 𝑲𝑲 = −𝑱𝑱  
𝒄𝒄 = 𝒊𝒊𝒄𝒄𝟎𝟎 , 𝝉𝝉 = 𝒄𝒄𝟎𝟎𝒕𝒕 , 𝒄𝒄𝒕𝒕 = 𝒊𝒊𝒄𝒄𝟎𝟎𝒕𝒕 = 𝒊𝒊 𝝉𝝉 , 𝒊𝒊𝟐𝟐 = −𝟏𝟏  
  
( 𝝏𝝏

𝝏𝝏𝝏𝝏 𝑰𝑰 + 𝝏𝝏
𝝏𝝏𝝏𝝏 𝑱𝑱 + 𝝏𝝏

𝝏𝝏𝝏𝝏 𝑲𝑲 + 𝝏𝝏
𝝏𝝏𝝉𝝉) ( 𝝏𝝏

𝝏𝝏𝝏𝝏 𝑰𝑰 + 𝝏𝝏
𝝏𝝏𝝏𝝏 𝑱𝑱 + 𝝏𝝏

𝝏𝝏𝝏𝝏 𝑲𝑲 − 𝝏𝝏
𝝏𝝏𝝉𝝉)                       − − −③③  

= − ( 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝝏𝝏𝟐𝟐 + 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝝏𝝏𝟐𝟐 + 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝝏𝝏𝟐𝟐 − 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝒄𝒄𝟐𝟐𝝏𝝏𝒕𝒕𝟐𝟐)  

+ { ( 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏 − 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏) 𝑰𝑰 + ( 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏 − 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏) 𝑱𝑱 + ( 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏 − 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏) 𝑲𝑲}  

+ { ( 𝝏𝝏𝟐𝟐

 𝝏𝝏𝝉𝝉𝝏𝝏𝝏𝝏 − 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝉𝝉) 𝑰𝑰 + ( 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝝉𝝉𝝏𝝏𝝏𝝏 − 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝉𝝉) 𝑱𝑱 + ( 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝝉𝝉𝝏𝝏𝝏𝝏 − 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝉𝝉) 𝑲𝑲}  

  
( 𝝏𝝏

𝝏𝝏𝝏𝝏 𝑰𝑰 + 𝝏𝝏
𝝏𝝏𝝏𝝏 𝑱𝑱 + 𝝏𝝏

𝝏𝝏𝝏𝝏 𝑲𝑲 − 𝝏𝝏
𝝏𝝏𝝉𝝉) ( 𝝏𝝏

𝝏𝝏𝝏𝝏 𝑰𝑰 + 𝝏𝝏
𝝏𝝏𝝏𝝏 𝑱𝑱 + 𝝏𝝏

𝝏𝝏𝝏𝝏 𝑲𝑲 + 𝝏𝝏
𝝏𝝏𝝉𝝉)                       − − −④④  

= − ( 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝝏𝝏𝟐𝟐 + 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝝏𝝏𝟐𝟐 + 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝝏𝝏𝟐𝟐 − 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝒄𝒄𝟐𝟐𝝏𝝏𝒕𝒕𝟐𝟐)  

+ { ( 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏 − 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏) 𝑰𝑰 + ( 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏 − 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏) 𝑱𝑱 + ( 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏 − 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏) 𝑲𝑲}  

  

− { ( 𝝏𝝏𝟐𝟐

 𝝏𝝏𝝉𝝉𝝏𝝏𝝏𝝏 − 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝉𝝉) 𝑰𝑰 + ( 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝝉𝝉𝝏𝝏𝝏𝝏 − 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝉𝝉) 𝑱𝑱 + ( 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝝉𝝉𝝏𝝏𝝏𝝏 − 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝉𝝉) 𝑲𝑲}  
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𝒑𝒑(𝒓𝒓, 𝝉𝝉) ∈ 𝑹𝑹 , 𝒒𝒒(𝒓𝒓, 𝝉𝝉) ∈ 𝑹𝑹  
𝑭𝑭(𝒗𝒗) = 𝒑𝒑(𝒓𝒓, 𝝉𝝉) + 𝒊𝒊𝒒𝒒(𝒓𝒓, 𝝉𝝉)  

( 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝒓𝒓𝟐𝟐 + 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝝉𝝉𝟐𝟐) 𝑭𝑭(𝒗𝒗) = ( 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝒓𝒓𝟐𝟐 + 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝝉𝝉𝟐𝟐) { 𝒑𝒑(𝒓𝒓, 𝝉𝝉) + 𝒊𝒊𝒒𝒒(𝒓𝒓, 𝝉𝝉) } = 𝟎𝟎  

( 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝒓𝒓𝟐𝟐 + 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝝉𝝉𝟐𝟐) 𝒑𝒑(𝒓𝒓, 𝝉𝝉) = ( 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝒓𝒓𝟐𝟐 + 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝝉𝝉𝟐𝟐) 𝒒𝒒(𝒓𝒓, 𝝉𝝉) = 𝟎𝟎  

  
TThheerreeffoorree,,  tthhee  hhyyppeerr--eexxppoonneennttiiaall  ffuunnccttiioonn  ooff  sseeccoonndd--oorrddeerr  iiss  aa  hhaarrmmoonniicc  
ffuunnccttiioonn..    
∴∴  

𝒊𝒊 𝝏𝝏𝑭𝑭
𝝏𝝏𝒓𝒓 = 𝝈𝝈𝑭𝑭

𝝏𝝏𝝉𝝉         − − −➁➁  
  
＜＜FFoouurr--ddiimmeennssiioonnaall  ddiiffffeerreennttiiaall  ooppeerraattoorr..＞＞  
WWee  sseett  tthhee  ffoolllloowwiinngg  ::  
𝑰𝑰 × 𝑰𝑰 = 𝑱𝑱 × 𝑱𝑱 = 𝑲𝑲 × 𝑲𝑲 = −𝟏𝟏  
𝑰𝑰 × 𝑱𝑱 = 𝑲𝑲,,  𝑱𝑱 × 𝑲𝑲 = 𝑰𝑰,,  𝑲𝑲 × 𝑰𝑰 = 𝑱𝑱  
𝑱𝑱 × 𝑰𝑰 = −𝑲𝑲,,  𝑲𝑲 × 𝑱𝑱 = −𝑰𝑰,,  𝑰𝑰 × 𝑲𝑲 = −𝑱𝑱  
𝒄𝒄 = 𝒊𝒊𝒄𝒄𝟎𝟎 , 𝝉𝝉 = 𝒄𝒄𝟎𝟎𝒕𝒕 , 𝒄𝒄𝒕𝒕 = 𝒊𝒊𝒄𝒄𝟎𝟎𝒕𝒕 = 𝒊𝒊 𝝉𝝉 , 𝒊𝒊𝟐𝟐 = −𝟏𝟏  
  
( 𝝏𝝏

𝝏𝝏𝝏𝝏 𝑰𝑰 + 𝝏𝝏
𝝏𝝏𝝏𝝏 𝑱𝑱 + 𝝏𝝏

𝝏𝝏𝝏𝝏 𝑲𝑲 + 𝝏𝝏
𝝏𝝏𝝉𝝉) ( 𝝏𝝏

𝝏𝝏𝝏𝝏 𝑰𝑰 + 𝝏𝝏
𝝏𝝏𝝏𝝏 𝑱𝑱 + 𝝏𝝏

𝝏𝝏𝝏𝝏 𝑲𝑲 − 𝝏𝝏
𝝏𝝏𝝉𝝉)                       − − −③③  

= − ( 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝝏𝝏𝟐𝟐 + 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝝏𝝏𝟐𝟐 + 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝝏𝝏𝟐𝟐 − 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝒄𝒄𝟐𝟐𝝏𝝏𝒕𝒕𝟐𝟐)  

+ { ( 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏 − 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏) 𝑰𝑰 + ( 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏 − 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏) 𝑱𝑱 + ( 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏 − 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏) 𝑲𝑲}  

+ { ( 𝝏𝝏𝟐𝟐

 𝝏𝝏𝝉𝝉𝝏𝝏𝝏𝝏 − 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝉𝝉) 𝑰𝑰 + ( 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝝉𝝉𝝏𝝏𝝏𝝏 − 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝉𝝉) 𝑱𝑱 + ( 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝝉𝝉𝝏𝝏𝝏𝝏 − 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝉𝝉) 𝑲𝑲}  

  
( 𝝏𝝏

𝝏𝝏𝝏𝝏 𝑰𝑰 + 𝝏𝝏
𝝏𝝏𝝏𝝏 𝑱𝑱 + 𝝏𝝏

𝝏𝝏𝝏𝝏 𝑲𝑲 − 𝝏𝝏
𝝏𝝏𝝉𝝉) ( 𝝏𝝏

𝝏𝝏𝝏𝝏 𝑰𝑰 + 𝝏𝝏
𝝏𝝏𝝏𝝏 𝑱𝑱 + 𝝏𝝏

𝝏𝝏𝝏𝝏 𝑲𝑲 + 𝝏𝝏
𝝏𝝏𝝉𝝉)                       − − −④④  

= − ( 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝝏𝝏𝟐𝟐 + 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝝏𝝏𝟐𝟐 + 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝝏𝝏𝟐𝟐 − 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝒄𝒄𝟐𝟐𝝏𝝏𝒕𝒕𝟐𝟐)  

+ { ( 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏 − 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏) 𝑰𝑰 + ( 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏 − 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏) 𝑱𝑱 + ( 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏 − 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏) 𝑲𝑲}  

  

− { ( 𝝏𝝏𝟐𝟐

 𝝏𝝏𝝉𝝉𝝏𝝏𝝏𝝏 − 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝉𝝉) 𝑰𝑰 + ( 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝝉𝝉𝝏𝝏𝝏𝝏 − 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝉𝝉) 𝑱𝑱 + ( 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝝉𝝉𝝏𝝏𝝏𝝏 − 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝉𝝉) 𝑲𝑲}  

3. Four-Dimensional Differential Operator
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FFrroomm  tthhee  aabboovvee  ③③  aanndd  ④④,,  tthhee  ffoolllloowwiinngg  ooppeerraattoorr  □×  iiss  ddeeffiinneedd..  

□× ∶ =  − ( 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝝏𝝏𝟐𝟐 + 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝝏𝝏𝟐𝟐 + 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝝏𝝏𝟐𝟐 − 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝒄𝒄𝟐𝟐𝝏𝝏𝝏𝝏𝟐𝟐)  

+ { ( 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏 − 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏) 𝑰𝑰 + ( 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏 − 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏) 𝑱𝑱 + ( 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏 − 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏) 𝑲𝑲}  

± { ( 𝝏𝝏𝟐𝟐

 𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏 − 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏) 𝑰𝑰 + ( 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏 − 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏) 𝑱𝑱 + ( 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏 − 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏) 𝑲𝑲}  

  
FFrroomm  tthhee  aabboovvee  ➀➀,,  

( 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝝏𝝏𝟐𝟐 + 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝝏𝝏𝟐𝟐 + 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝝏𝝏𝟐𝟐 − 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝒄𝒄𝟐𝟐𝝏𝝏𝝏𝝏𝟐𝟐) 𝑭𝑭(𝒗𝒗) = 𝟎𝟎  

  
FFrroomm  tthhee  aabboovvee  ➁➁,,  

( 𝝏𝝏𝟐𝟐

 𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏 − 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏) 𝑭𝑭(𝒗𝒗) = −𝒍𝒍 𝒊𝒊 ( 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝝏𝝏𝟐𝟐 + 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝝏𝝏𝟐𝟐) 𝑭𝑭(𝒗𝒗) = 𝟎𝟎  

 ( 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏 − 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏) 𝑭𝑭(𝒗𝒗) = −𝒎𝒎 𝒊𝒊 ( 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝝏𝝏𝟐𝟐 + 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝝏𝝏𝟐𝟐) 𝑭𝑭(𝒗𝒗) = 𝟎𝟎  

 ( 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏 − 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏) 𝑭𝑭(𝒗𝒗) = −𝒏𝒏 𝒊𝒊 ( 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝝏𝝏𝟐𝟐 + 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝝏𝝏𝟐𝟐) 𝑭𝑭(𝒗𝒗) = 𝟎𝟎  

  
∴∴  
IIff  

( 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏 − 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏) 𝑭𝑭(𝒗𝒗) =  ( 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏 − 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏)  𝑭𝑭(𝒗𝒗) =  ( 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏 − 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏) 𝑭𝑭(𝒗𝒗) = 𝟎𝟎 ,  

tthheenn  
□×𝑭𝑭(𝒗𝒗) = 𝟎𝟎 .  
OOtthheerrwwiissee,,  

□×𝑭𝑭(𝒗𝒗) = { ( 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏 − 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏) 𝑰𝑰 + ( 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏 − 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏) 𝑱𝑱 + ( 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏 − 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏) 𝑲𝑲}  𝑭𝑭(𝒗𝒗) .  

    

𝝏𝝏𝟐𝟐𝑭𝑭(𝒗𝒗)
 𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏 − 𝝏𝝏𝟐𝟐𝑭𝑭(𝒗𝒗)

𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏   

= 𝒍𝒍 𝝏𝝏𝟐𝟐𝑭𝑭(𝒗𝒗)
 𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏 − 𝒊𝒊 𝝏𝝏𝟐𝟐𝑭𝑭(𝒗𝒗)

𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏   

= −𝒍𝒍𝒊𝒊 𝝏𝝏𝟐𝟐𝑭𝑭(𝒗𝒗)
 𝝏𝝏𝝏𝝏𝟐𝟐 − 𝒍𝒍𝒊𝒊 𝝏𝝏𝟐𝟐𝑭𝑭(𝒗𝒗)

𝝏𝝏𝝏𝝏𝟐𝟐   

= −𝒍𝒍𝒊𝒊 (𝝏𝝏𝟐𝟐𝑭𝑭(𝒗𝒗)
𝝏𝝏𝝏𝝏𝟐𝟐 + 𝝏𝝏𝟐𝟐𝑭𝑭(𝒗𝒗)

 𝝏𝝏𝝏𝝏𝟐𝟐 )  

==  00  
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3 
 

FFrroomm  tthhee  aabboovvee  ③③  aanndd  ④④,,  tthhee  ffoolllloowwiinngg  ooppeerraattoorr  □×  iiss  ddeeffiinneedd..  

□× ∶ =  − ( 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝝏𝝏𝟐𝟐 + 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝝏𝝏𝟐𝟐 + 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝝏𝝏𝟐𝟐 − 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝒄𝒄𝟐𝟐𝝏𝝏𝝏𝝏𝟐𝟐)  

+ { ( 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏 − 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏) 𝑰𝑰 + ( 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏 − 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏) 𝑱𝑱 + ( 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏 − 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏) 𝑲𝑲}  

± { ( 𝝏𝝏𝟐𝟐

 𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏 − 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏) 𝑰𝑰 + ( 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏 − 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏) 𝑱𝑱 + ( 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏 − 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏) 𝑲𝑲}  

  
FFrroomm  tthhee  aabboovvee  ➀➀,,  

( 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝝏𝝏𝟐𝟐 + 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝝏𝝏𝟐𝟐 + 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝝏𝝏𝟐𝟐 − 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝒄𝒄𝟐𝟐𝝏𝝏𝝏𝝏𝟐𝟐) 𝑭𝑭(𝒗𝒗) = 𝟎𝟎  

  
FFrroomm  tthhee  aabboovvee  ➁➁,,  

( 𝝏𝝏𝟐𝟐

 𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏 − 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏) 𝑭𝑭(𝒗𝒗) = −𝒍𝒍 𝒊𝒊 ( 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝝏𝝏𝟐𝟐 + 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝝏𝝏𝟐𝟐) 𝑭𝑭(𝒗𝒗) = 𝟎𝟎  

 ( 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏 − 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏) 𝑭𝑭(𝒗𝒗) = −𝒎𝒎 𝒊𝒊 ( 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝝏𝝏𝟐𝟐 + 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝝏𝝏𝟐𝟐) 𝑭𝑭(𝒗𝒗) = 𝟎𝟎  

 ( 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏 − 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏) 𝑭𝑭(𝒗𝒗) = −𝒏𝒏 𝒊𝒊 ( 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝝏𝝏𝟐𝟐 + 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝝏𝝏𝟐𝟐) 𝑭𝑭(𝒗𝒗) = 𝟎𝟎  

  
∴∴  
IIff  

( 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏 − 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏) 𝑭𝑭(𝒗𝒗) =  ( 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏 − 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏)  𝑭𝑭(𝒗𝒗) =  ( 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏 − 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏) 𝑭𝑭(𝒗𝒗) = 𝟎𝟎 ,  

tthheenn  
□×𝑭𝑭(𝒗𝒗) = 𝟎𝟎 .  
OOtthheerrwwiissee,,  

□×𝑭𝑭(𝒗𝒗) = { ( 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏 − 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏) 𝑰𝑰 + ( 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏 − 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏) 𝑱𝑱 + ( 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏 − 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏) 𝑲𝑲}  𝑭𝑭(𝒗𝒗) .  

    

𝝏𝝏𝟐𝟐𝑭𝑭(𝒗𝒗)
 𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏 − 𝝏𝝏𝟐𝟐𝑭𝑭(𝒗𝒗)

𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏   

= 𝒍𝒍 𝝏𝝏𝟐𝟐𝑭𝑭(𝒗𝒗)
 𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏 − 𝒊𝒊 𝝏𝝏𝟐𝟐𝑭𝑭(𝒗𝒗)

𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏   

= −𝒍𝒍𝒊𝒊 𝝏𝝏𝟐𝟐𝑭𝑭(𝒗𝒗)
 𝝏𝝏𝝏𝝏𝟐𝟐 − 𝒍𝒍𝒊𝒊 𝝏𝝏𝟐𝟐𝑭𝑭(𝒗𝒗)

𝝏𝝏𝝏𝝏𝟐𝟐   

= −𝒍𝒍𝒊𝒊 (𝝏𝝏𝟐𝟐𝑭𝑭(𝒗𝒗)
𝝏𝝏𝝏𝝏𝟐𝟐 + 𝝏𝝏𝟐𝟐𝑭𝑭(𝒗𝒗)

 𝝏𝝏𝝏𝝏𝟐𝟐 )  

==  00  
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4 
 

＜＜AApppplliiccaattiioonn  ooff  tthhrreeee--ddiimmeennssiioonn..＞＞  

IIff  𝒗𝒗 ≔ { 𝒍𝒍𝒍𝒍 + 𝒎𝒎𝒎𝒎 + 𝒏𝒏𝒏𝒏 | (𝒍𝒍, 𝒎𝒎, 𝒏𝒏) ∈ 𝑹𝑹𝟑𝟑 , 𝒍𝒍𝟐𝟐 + 𝒎𝒎𝟐𝟐 + 𝒏𝒏𝟐𝟐 = 𝟏𝟏 } ,,WWee  sseett  tthhee  ffoolllloowwiinngg  ::  
𝝏𝝏𝝏𝝏(𝒗𝒗)

𝝏𝝏𝒍𝒍 = 𝑨𝑨𝒍𝒍 , 𝝏𝝏𝝏𝝏(𝒗𝒗)
𝝏𝝏𝒎𝒎 = 𝑨𝑨𝒎𝒎 , 𝝏𝝏𝝏𝝏(𝒗𝒗)

𝝏𝝏𝒏𝒏 = 𝑨𝑨𝒏𝒏 .  
  
TThheerreeffoorree,,  

( 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝒎𝒎𝝏𝝏𝒏𝒏 − 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝒏𝒏𝝏𝝏𝒎𝒎) 𝝏𝝏(𝒗𝒗) = 𝝏𝝏𝑨𝑨𝒏𝒏
𝝏𝝏𝒎𝒎 −

𝝏𝝏𝑨𝑨𝒎𝒎
𝝏𝝏𝒏𝒏  ,  

( 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝒏𝒏𝝏𝝏𝒍𝒍 − 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝒍𝒍𝝏𝝏𝒏𝒏)  𝝏𝝏(𝒗𝒗) = 𝝏𝝏𝑨𝑨𝒍𝒍
𝝏𝝏𝒏𝒏 − 𝝏𝝏𝑨𝑨𝒏𝒏

𝝏𝝏𝒍𝒍  ,  

 ( 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝒍𝒍𝝏𝝏𝒎𝒎 − 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝒎𝒎𝝏𝝏𝒍𝒍) 𝝏𝝏(𝒗𝒗) =
𝝏𝝏𝑨𝑨𝒎𝒎
𝝏𝝏𝒍𝒍 − 𝝏𝝏𝑨𝑨𝒍𝒍

𝝏𝝏𝒎𝒎  .  

  
TThheerreeffoorree,,  

{ ( 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝒎𝒎𝝏𝝏𝒏𝒏 − 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝒏𝒏𝝏𝝏𝒎𝒎) 𝑰𝑰 + ( 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝒏𝒏𝝏𝝏𝒍𝒍 − 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝒍𝒍𝝏𝝏𝒏𝒏) 𝑱𝑱 + ( 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝒍𝒍𝝏𝝏𝒎𝒎 − 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝒎𝒎𝝏𝝏𝒍𝒍) 𝑲𝑲} 𝝏𝝏(𝒗𝒗)  

  

= ||

𝑰𝑰 𝑱𝑱 𝑲𝑲

 𝝏𝝏
𝝏𝝏𝒍𝒍

𝝏𝝏
𝝏𝝏𝒎𝒎

𝝏𝝏
𝝏𝝏𝒏𝒏 

𝑨𝑨𝒍𝒍 𝑨𝑨𝒎𝒎 𝑨𝑨𝒏𝒏

||  

  
TThheerreeffoorree,,  
tthhee  rreessuulltt  ooff  tthhee  ooppeerraattiioonn  iiss  aass  ffoolllloowwss  ::  
  
IIff  

( 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝒎𝒎𝝏𝝏𝒏𝒏 − 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝒏𝒏𝝏𝝏𝒎𝒎) 𝝏𝝏(𝒗𝒗) =  ( 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝒏𝒏𝝏𝝏𝒍𝒍 − 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝒍𝒍𝝏𝝏𝒏𝒏)  𝝏𝝏(𝒗𝒗) =  ( 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝒍𝒍𝝏𝝏𝒎𝒎 − 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝒎𝒎𝝏𝝏𝒍𝒍) 𝝏𝝏(𝒗𝒗) = 𝟎𝟎 ,  

tthheenn  

□×𝝏𝝏(𝒗𝒗) = − ( 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝒍𝒍𝟐𝟐 + 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝒎𝒎𝟐𝟐 + 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝒏𝒏𝟐𝟐) 𝝏𝝏(𝒗𝒗) = −(𝒍𝒍𝟐𝟐 + 𝒎𝒎𝟐𝟐 + 𝒏𝒏𝟐𝟐) 𝒅𝒅𝟐𝟐𝝏𝝏(𝒗𝒗)
𝒅𝒅𝒗𝒗𝟐𝟐 = −𝒇𝒇(𝒗𝒗)𝝏𝝏(𝒗𝒗) .  

∴∴  
□×𝝏𝝏(𝒗𝒗) = −𝛁𝛁𝟐𝟐𝝏𝝏(𝒗𝒗) = −𝒇𝒇(𝒗𝒗)𝝏𝝏(𝒗𝒗) .  
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＜＜AApppplliiccaattiioonn  ooff  tthhrreeee--ddiimmeennssiioonn..＞＞  

IIff  𝒗𝒗 ≔ { 𝒍𝒍𝒍𝒍 + 𝒎𝒎𝒎𝒎 + 𝒏𝒏𝒏𝒏 | (𝒍𝒍, 𝒎𝒎, 𝒏𝒏) ∈ 𝑹𝑹𝟑𝟑 , 𝒍𝒍𝟐𝟐 + 𝒎𝒎𝟐𝟐 + 𝒏𝒏𝟐𝟐 = 𝟏𝟏 } ,,WWee  sseett  tthhee  ffoolllloowwiinngg  ::  
𝝏𝝏𝝏𝝏(𝒗𝒗)
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𝝏𝝏𝒎𝒎 = 𝑨𝑨𝒎𝒎 , 𝝏𝝏𝝏𝝏(𝒗𝒗)

𝝏𝝏𝒏𝒏 = 𝑨𝑨𝒏𝒏 .  
  
TThheerreeffoorree,,  

( 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝒎𝒎𝝏𝝏𝒏𝒏 − 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝒏𝒏𝝏𝝏𝒎𝒎) 𝝏𝝏(𝒗𝒗) = 𝝏𝝏𝑨𝑨𝒏𝒏
𝝏𝝏𝒎𝒎 −

𝝏𝝏𝑨𝑨𝒎𝒎
𝝏𝝏𝒏𝒏  ,  

( 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝒏𝒏𝝏𝝏𝒍𝒍 − 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝒍𝒍𝝏𝝏𝒏𝒏)  𝝏𝝏(𝒗𝒗) = 𝝏𝝏𝑨𝑨𝒍𝒍
𝝏𝝏𝒏𝒏 − 𝝏𝝏𝑨𝑨𝒏𝒏

𝝏𝝏𝒍𝒍  ,  

 ( 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝒍𝒍𝝏𝝏𝒎𝒎 − 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝒎𝒎𝝏𝝏𝒍𝒍) 𝝏𝝏(𝒗𝒗) =
𝝏𝝏𝑨𝑨𝒎𝒎
𝝏𝝏𝒍𝒍 − 𝝏𝝏𝑨𝑨𝒍𝒍

𝝏𝝏𝒎𝒎  .  

  
TThheerreeffoorree,,  

{ ( 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝒎𝒎𝝏𝝏𝒏𝒏 − 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝒏𝒏𝝏𝝏𝒎𝒎) 𝑰𝑰 + ( 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝒏𝒏𝝏𝝏𝒍𝒍 − 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝒍𝒍𝝏𝝏𝒏𝒏) 𝑱𝑱 + ( 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝒍𝒍𝝏𝝏𝒎𝒎 − 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝒎𝒎𝝏𝝏𝒍𝒍) 𝑲𝑲} 𝝏𝝏(𝒗𝒗)  

  

= ||

𝑰𝑰 𝑱𝑱 𝑲𝑲

 𝝏𝝏
𝝏𝝏𝒍𝒍

𝝏𝝏
𝝏𝝏𝒎𝒎

𝝏𝝏
𝝏𝝏𝒏𝒏 

𝑨𝑨𝒍𝒍 𝑨𝑨𝒎𝒎 𝑨𝑨𝒏𝒏

||  

  
TThheerreeffoorree,,  
tthhee  rreessuulltt  ooff  tthhee  ooppeerraattiioonn  iiss  aass  ffoolllloowwss  ::  
  
IIff  

( 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝒎𝒎𝝏𝝏𝒏𝒏 − 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝒏𝒏𝝏𝝏𝒎𝒎) 𝝏𝝏(𝒗𝒗) =  ( 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝒏𝒏𝝏𝝏𝒍𝒍 − 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝒍𝒍𝝏𝝏𝒏𝒏)  𝝏𝝏(𝒗𝒗) =  ( 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝒍𝒍𝝏𝝏𝒎𝒎 − 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝒎𝒎𝝏𝝏𝒍𝒍) 𝝏𝝏(𝒗𝒗) = 𝟎𝟎 ,  

tthheenn  

□×𝝏𝝏(𝒗𝒗) = − ( 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝒍𝒍𝟐𝟐 + 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝒎𝒎𝟐𝟐 + 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝒏𝒏𝟐𝟐) 𝝏𝝏(𝒗𝒗) = −(𝒍𝒍𝟐𝟐 + 𝒎𝒎𝟐𝟐 + 𝒏𝒏𝟐𝟐) 𝒅𝒅𝟐𝟐𝝏𝝏(𝒗𝒗)
𝒅𝒅𝒗𝒗𝟐𝟐 = −𝒇𝒇(𝒗𝒗)𝝏𝝏(𝒗𝒗) .  

∴∴  
□×𝝏𝝏(𝒗𝒗) = −𝛁𝛁𝟐𝟐𝝏𝝏(𝒗𝒗) = −𝒇𝒇(𝒗𝒗)𝝏𝝏(𝒗𝒗) .   

5 
 

OOtthheerrwwiissee,,  
□×𝑭𝑭(𝒗𝒗) = −𝒇𝒇(𝒗𝒗)𝑭𝑭(𝒗𝒗) +  

{ ( 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏 − 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏) 𝑰𝑰 + ( 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏 − 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏) 𝑱𝑱 + ( 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏 − 𝝏𝝏𝟐𝟐

𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏𝝏) 𝑲𝑲}  𝑭𝑭(𝒗𝒗)   

∴∴  

□×𝑭𝑭(𝒗𝒗) = −𝛁𝛁𝟐𝟐𝑭𝑭(𝒗𝒗) + | 
𝑰𝑰 𝑱𝑱 𝑲𝑲
𝝏𝝏

𝝏𝝏𝝏𝝏
𝝏𝝏

𝝏𝝏𝝏𝝏
𝝏𝝏

𝝏𝝏𝝏𝝏 
𝑨𝑨𝝏𝝏 𝑨𝑨𝝏𝝏 𝑨𝑨𝝏𝝏

| == −𝒇𝒇(𝒗𝒗)𝑭𝑭 (𝒗𝒗) + | 
𝑰𝑰 𝑱𝑱 𝑲𝑲
𝝏𝝏

𝝏𝝏𝝏𝝏
𝝏𝝏

𝝏𝝏𝝏𝝏
𝝏𝝏

𝝏𝝏𝝏𝝏 
𝑨𝑨𝝏𝝏 𝑨𝑨𝝏𝝏 𝑨𝑨𝝏𝝏

| .  

  

＜＜CCoonncclluussiioonn..＞＞  

11.. IInn  ccaassee  ooff  ffoouurr--ddiimmeennssiioonn,,  tthhee  vvaarriiaabblleess  aarree  tthhrreeee  rreeaall  nnuummbbeerrss  aanndd  oonnee  
iimmaaggiinnaarryy  nnuummbbeerr..  TThhee  rreessuulltt  ooff  tthhee  ooppeerraattiioonn  ccoonnssiissttss  ooff  tthhrreeee  iimmaaggiinnaarryy  
nnuummbbeerrss  aanndd  oonnee  rreeaall  nnuummbbeerr..  

                               𝒗𝒗                 𝑭𝑭               □×  
𝑹𝑹𝟑𝟑 × (𝑪𝑪＼＼𝑹𝑹)     →      𝑪𝑪     →      𝑪𝑪     →      𝑯𝑯  

  
22.. IInn  ccaassee  ooff  tthhrreeee--ddiimmeennssiioonn,,  tthhee  vvaarriiaabblleess  aarree  tthhrreeee  rreeaall  nnuummbbeerrss..  TThhee  rreessuulltt  

ooff  tthhee  ooppeerraattiioonn  ccoonnssiissttss  ooff  tthhrreeee  iimmaaggiinnaarryy  nnuummbbeerrss  aanndd  oonnee  rreeaall  nnuummbbeerr..  
            𝒗𝒗                 𝑭𝑭               □×  
𝑹𝑹𝟑𝟑     →      𝑹𝑹     →      𝑹𝑹     →      𝑯𝑯  
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𝝏𝝏𝝏𝝏
𝝏𝝏

𝝏𝝏𝝏𝝏 
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𝝏𝝏𝝏𝝏
𝝏𝝏
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𝝏𝝏
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5. Conclusion


